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Es seien und F  zwei gegebene Gruppen und M sei die Menge aller Paare 
(f, X') X €5^). Zu jeder Erweiterung ® =  S  von 5^  nach P
gehört bekanntlich ein Faktorensystem (S .^, Cp,^) mit einer Menge aus Automor­
phismen von 5^ , so dass
( 1 )  € 51) 
( 2 ) Cp , , ,C ,  , .  =  Cp, , .Cp% , =  C-.\A^<rrC, , ,  .
Umgekehrt gehört zu gegebenem Faktorensystem (S .^, C^-,r) mit der Eigen­
schaft (2) eine Erweiterung ® von mit der Eigenschaft (1). In der vorliegenden 
Note bemerken wir zunächst, dass man diese Erweiterung in der Permutationsgruppe
von M konstruieren kann. Im Falle, wo F  durch einige Relationen bestimmt 
ist, ist der Shodasche Erweiterungssatz zweckmässig ([1], [2]). Wir werden seinen 
Satz etwas modifizieren und als eine unmittelbare Folge die Erweiterungen mit 
abelschen Faktor gruppe behandeln.
Die Abbildung <p^  von M in sich mit (f, X)<p^= (Sa, ist ersichtlich
eine Permutation von M. Die Permutationen (f, X )—>(f, XA) bilden eine
mit 5^  isomorphe Gruppe, die wir mit 5^  idenzifizieren: (f, X ')A =  (?, XA). Mann 
kann daher ^  als eine Untergruppe von ansehen. Wir haben
A<p^  ^  (p^ A^ c-^  <P^ (Pr — (Pa-rC^ .r y =
Denn es gelten
(e , X)A<p^ =  (e , XA)(P^ =  (?, X)(f,A^<r ,
(? , X)<p,cpr =  (ic;, C f , , ,C j% X V r )
=  i^ar, C(,.rC^,rC^},X^<rrC,,r) =  (I, X')<p^C,,,.
Die Menge bildet ersichtlich eine Gruppe, die eine Erweiterung von 5^1 nach
F  ist.
Demnach kann man jede Erweiterung von 5^  nach F  in isomorph einbetten. 
Wie M. Takahasi bemerkte ([4]), kann man sogar in auch eine Zerfällungsgruppe 
der Erweiterung ® von J^l befinden. Es sei nämlich /  eine Abbildung von F  in VI: 
/ (^ )  € 5^1, € /". Definiert man f g ( i )  =  / ( i ) g ( i ) f  so bildet die Gesamtheit von /  eine 
Gruppe Idenzifiziert man die Funktion /  mit dem konstanten Wert C mit C, so
ist 5^ * eine 5^  umfassende Gruppe. Man kann ferner durch (f, X ) / = ( f ,  X /(^ ))  
die Abbildung /  als ein Element von betrachten= Dann ist 91"^  eine Untergruppe 
von Es i s t / 2 ’o-(| )=:/(fcf“i) o^-, und die Grupse 
ist eine Zerfällungsgruppe von Denn bedeutet so ist
(#, X)<p, =  (#<;, C j , =  (fcr, ,
(e, X)iP,4’r =  =  (f, X)<p,r
d. h. (p^ (pr =  0O-T .
Jedes zu P  gehörige Faktorensystem (S^, Co-,t) (^ us 5^1 kann also als ein Faktor­
ensystem , Co-,t) aus 5^ * betrachtet werden und als solches ist es ein zerfallendes 
Faktorensystem.
Dies kann man auch leicht direkt beweisen. Man kann nämlich ohne Mühe 
direkt zeigen, dass die Abbildung von 5^ * in sich mit =
ein Automorphismus von 5^ * ist, welcher eine Erweiterung von ist, und dass 
f^a'^r — Cä]rf^^^CcT,r- Dann ist
g = f- ,^  =  1 ( / , ( O  =  C .
Denn es gilt für jedes f  aus F
gi^öT) =  Q ,.,c ,„q f^ C fo -V  =  1 •
Es sei nun =  wo S eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a^} und dl 
aus {Cfj,} erzeugter Normalteiler voh g  ist. F  ist also eine Gruppe aus den Erzeu­
genden {a^} mit den definierenden Relationen
n % i4 l =  1 .
^ ist eine S-Gruppe, d.h. eine Gruppe mit S als Operatorenbereich: r^ — F~^rF 
(r 6 F  € S ) . Die definierenden Relationen von 3^1 als S-Gruppe aus den Erzeugenden 
seien
n ? - i 4 f  * =  1 (si =  ± 1 , € S ) .
Ist ® eine Erweiterung von !Jl nach so entspricht zu ax mod eine Restklasse 
Ux  ^ aus Durch A^^^ul^Au^ ist ein Automorphismus S;^  von 5^  definiert. Wir
setzen
S (F ) = n * s ”;, u {F )= m u l\ ,  falls F= --JliaT ,.
=  u(cij) = IT i«^‘ ist ersichtlich ein Element aus 91. Wegen A’^ ''^ '> =  u{F)~^Au{F) 
(^€91) gilt
I i r . i C j f =  Ui «(Fi) =  «(üeC^f^) =  1 , =  Cü^AC^.
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Satz. E s seien eine M enge  {C/x} von Elementen aus 5^1 und eine M enge  {S;^ } aus 
A utom orphism en von  5^  m it den fo lgenden  E igenschaften  g e g e b e n :
1) H i f ü r  jed e  R elation  II i aus einem System  der definierenden  
R elationen von 9fl a ls  ’^ -G ru p p e  aus den E rzeugenden
2) f ü r  jed es A  aus 5t.
D ann ex is tie r t eine E rw e ite ru n g sg ru p p e  ® von ^  m it erzeugenden E lem enten u^ über 
5^ , so dass nach der Zuordnung a^ (mod (m od'^ ) und u \^ A ux—A^ ^^
(i4  6 5^), (Cju,=:IIiöJ^p. D ie G ruppe  ®  is t  bis a u f  Isom orphie über 5^
e in deu tig  und zw a r  is t  sie  m it der G ruppe  @ aus den E rzeugenden a y^ Ä (Ä  € 5 )^ m it 
den fo lg en d en  defin ierden  Relationen isom orph :
A ß  =  Ä B  (A , B e r n ) ,  •
Beweis. Gibt es eine im Satz genannte Gruppe ®, so ist leicht einzusehen, 
dass ® mit @ isomorph ist. Wir konstruieren nun in eine gesuchte Gruppe. 
Nach der Bedingung 1) des Satzes kann man durch
A r )  =  U i  C ^ f für jedes r =  H t c ^ f ' aus 91
eine operatorhomomorphe Abbildung /  von ^  in 5^1 definieren:
f ( r r ' )  =  /(r)/(rO, f(F ~ ^ rF ^  =  f C r ^  =  .
Es sei ein festes Vertretersystem von S mod 9^ , wo b  ^ der Vertreter von
ist; ferner sei die F  enthaltende Restklasse von f? mod 9L
Setzt man C(^, F')^f(b^^^fi^F), so erhält man leicht
F ')C {? , =  F F ')
Bedeutet Tr(F) ein Element aus mit (^, X )7 z( F ) ^ { ^ cjf, C(?, so gilt
ersichtlich 7i(F)7r(FO=7r(FFO, A n ( F ) = T t ( F ) Es gilt ferner
(f, X);r(6-^) =  (f, =  (f, C^C^^XC^) =  (?, X)C^ .
Wir haben also
TZx^An  ^ =  A'^a(;i:x =  7r(a;^)) , =  ITi — C^(c^ =  IIt ß^‘) .
Die von ti;^  und ^  erzeugte Gruppe (S ist eine gesuchte, weil aus 7r(F)=^l(5fi) folgt 
(f, X tü (F ))^ (? , X )7i(F) =  (S<jf, C($, F )X ^W ), also ^^ =  1, F^ %  d.h. F := ^ ß l  
^@/91. (Q.E.D.)
Sind eine Menge {C^l von Elementen aus 5^  und eine Menge {S;^ ] aus Auto­
morphismen von gegeben, die die Bedingungen des Satzes erfüllen, so gibt es 
eine Erweiterung von 5^  mit den Erzeugenden u  ^ über 5^ , die durch die Bedingungen
( 3 ) U-^  ^>1«, =  € 91) , «";••• u ll  =  C^ic^ =  U i a \\)
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vollständig bestimmt wird. Auf diese Weise kann man alle Erweiterungen von 5^1 
nach r  erhalten.
B e is p ie l  1. sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden { « a )- ist dann
die Einheitengruppe. Da es in ^  keine Relation existiert, ist die Erweiterung @ 
von 5^  durch die Bedingungen — bestimmt, wo {S^ } die beliebigen
Automorphismen von 5^  sind. ® ist offenbar zerfallende Gruppe:
B e is p ie l  2. sei eine zyklische Gruppe mit der Ordnung w, also g= (a),
c^a^. Die definierende Relation von ^  als ^-Gruppe ist offenbar c^  =  c. 
Die Erweiterung von 5^  mit dem Erzeugenden u über 5^  ist durch die Bedingungen 
u~^Au^A^, U^=C bestimmt, wo S ein Automorphismus von 5^  und C ein Element 
aus ^  ist, so dass A^^=C-^AC(Ae^).
B e is p ie l  3. S sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden und
sei der Normalteiler (also eine Gruppe) aus den Erzeugenden {Co-,t}, Ca-,r=a^ra^^r. 
Dann sind
( 4 ) Cpa-, tCp, — Cp, crrCcr , t >
gerade die definierenden Relationen von als S-Gruppe. Denn wir haben als 
Folgerelationen von (4)
_ —1 _ _ Clp
Cp^ er •—  C per, T Cp , O-T^ cr , t >  >1'—  >P —
cl^^ == Ci,iCß,p-lCär,p-^C ,^rp-^Cr,p-^Cp]p-lCT}i .
Mit Hilfe dieser Relationen kann jedes (F ^ S )  als Potenzprodukt von Ca-,r 
dargestellt werden. Demnach folgt aus einer Relation =  l  eine Relation der
Form =  darin kein enthalten ist. Wie leicht .einzusehen ist, ist
Sfl aus den Erzeugenden c^ ,-^ :=ai, trp,o-(<^ =#1) erzeugt und sogar sind sie freie 
Erzeugenden. Daraus folgt unsere Behauptung. Die Erweiterung von 5^  ist somit 
durch die Bedingungen u^^Au^—A^ y^ w^}u^Ur^Ca-,  ^ bestimmt, wobei eine Menge 
aus Automorphismen von 5^  und {Co-,t} eine Menge von Elementen aus 5^  ist, so dass
^  — r  C  A^o-T —  r ' - i  A C'-^pcr J  ^'— ^p > CTT'-'CT > T > '— '-'er '-^cr > t •
H i l f s s a t z . S sei eine freie Gruppe mit dem freien Erzeugendensystem M. Die 
Kommutatorgruppe (5. von S ist eine S-Gruppe aus den Erzeugenden (ß,6 y-=a~^ b~^ ab 
(«, b 6 M). Die definierenden Relationen von ^ als S-Gruppe sind
(ß, bXb, ib, crCa, cX^> by(c, bXc, a^Xb, a) =
(a, =  (c, dyxa, bYic, d) (a, b, c, d^M,  F € S ) .
Beweis. Dass die obigen Relationen gelten, ist leicht zu bestätigen. Es sei K  
die S-Gruppe aus den Erzeugenden Ta,h{(^ y b ^M)  mit den definierenden Relationen:
1) Eine Relation, die aus dieser Relation nach einer beliebigen Permutation von a, b, c 
entsteht, ist ihre Folgerelation.
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Ta,hTj),a — 1) 'I'b ^ cTaye'Ta^bTcyhTc — 1
(F6S, a , b , c , d e M )
und {ua}(ici (z M) sei eine Menge von freien Elementen. Wenn es für eine Telmenge 
N  von M möglich ist, zu erweiterun © durch
(5) U~^TUa= y = Ta,ö (öf, b ^ N )
so dass Ua mod freie abelsche Gruppe erzeugen, so ist die Erweiterung
durch N  bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, die wir mit ®(AT) bezeichnen. Wir 
mögen @(A^)C®(A/^0 annehmen, falls NCZN'. Nach dem Zornschen Lemma gibt es 
unter den (S(A^) eine maximale S(ATo). Dann ist Nq^M. Wir nehmen jetzt an, es 
sei Nq-=^ M. E s gibt ein x, so dass x  ^M, . Die Abbildung T -> T '= T ^ (T € S),
Ua^Ua "UaTayxici^No) lässt sich ZU einem Automorphismus d von ®(A^o) ergänzen. 
Denn entsprechend den Relationen (5) erhalten wir
=  (T “)', V X  T'ay,.
Es ist in der Tat
u'a-^ T'u'a =  Ta].U-^T-UaTayx =  ^  (T«)',
— T a  ^X^ a T  ^aTa y x^^Ti,, x 
— T a^ x T h'^ x'^ a U^aUjjTa^  xT x — T„ yaT%^  bTa ybTa ^ xTjjyx — Ta^ .^
Durch u~^ Pkx^P^(P erhalten wir eine Erweiterung von (S(ATo). Wegen
S), u~a^AX-Ua-=^ UaTayx ist gerade die Gruppe ®(A7’oU W ). 
Es ergibt sich also ein Widerspruch. Die Gruppe ®=@(M) ist nun nur aus Ua{,a 6 M) 
erzeugt. Also ist % homomorph zu i? nach der Zuordnung a-^Uay folglich ist S zu 
S homomorph. Da aber zu S homomorph ist, ist ^  mit ^  isomorph.
B e i s p i e l  4 .  sei isomorph zu dem direkten Produkt von n zyklischen
Gruppen («;«), von denen seien (<;i) , ..., (<j^) endUch und die übrigen unend­
lich. S ist dabei freie gruppe aus den Erzeugenden a .^a^y ... y an und ist S-Gruppe 
aus den Erzeugenden (iat, a^ c) ^  aj^ a^ '^ aiajc ^ =  1, ... , w) und a = a l^  (/ =  1, ...,m ). 
J^l ist mit der S-Gruppe aus den Erzeugenden Ti  ^ und Ti mit den folgenden 
definierenden Relationen operatorisomorph:
T i ^ T u  -  1 , T %  T n  =  I ,
T f  =  Tf,* Tu =
T f “ =  Tl, T s 'T iT s =  Tf"",
Ts, =  , Ts-ITfj Ts =  ( F € f?)
Denn 91 ist nach T iS -  (ai,ajc)y Ti >Ci zu ät operatorhomomorph, da aber dabei 
zu ^  nach dem Hilfssatz und Ül/S zu als freie abelsche Gruppe isomorph
abgebildet werden, so sieht man leicht, dass S  und operatorisomorph sind. Die
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Erweiterung von 5^1 nach F  ist also durch die folgenden Bedingungen bestimmt^^.
Uj'^ AUi - , uT =  Ai , «7^ «^  =  AiJe , 
wobei Si Automorphismen von 91 und A i, 4^«^  Elemente von 91 sind, so dass 
AijeAjei — 1 , A^iAiicAf}• A,:)A^^Aji =  1 ,
Af^ =  A i , Af* =  ,
^  A jiA A i^ , =  A^iAAfc (A 6 51) . 
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